INITIATION

Initiatioh a la pratique de [électromigue

A+AB=A+B

les signes«. » et« + »

souhaite.

Aujourd’hui vous allez apprendre que :

— Les circuits logiques peuvent se simplifier moyennant
I'application de quelques regles trés simples (algébre de
Boole et théorémes de De Morgan).

— Les lois distributives et associatives de I'algébre classi-
que s'appliquent également aux équations logiques.

— Une relation utile & connaitre est :

- Laconversion des fonctions peut étre obtenue par me-
thode algébrique ou par méthode graphigue.

- La méthode algébrique utilise I'application d’un des théo-
rémes de De Morgan pour faire disparaitre, suivant le cas,

— La méthode graphique consiste a remplacer chaque opé-
rateur par son équivalent réalisé avec le type de porte

— Lecircuit TTL 7451 (double opérateur ET-OU-NON) per-
met 'obtention des opérateurs logiques de base.

Quelles sont les consé-
quences pratiques de ces
deux premieres régles ? Si
une des entrées d'un ET
{7408) se trouve reliée au
+ 5V, I'état de la sortie
dépend uniquement de
celui de la seconde entrée.
Et si la premiére entrée est
connectée au zéro volt,

I'état de la sortie restera au
niveau bas.

Pour la troisiéme relation
les deux entrées sont re-
liéges ensemble, ce qui est
équivalent a deux interrup-
teurs commutés en méme
temps. L'état de la sortie
est donné par X = A.

Toujours avec notre ana-

—

Algeébre
de Boole

Vous connaissez mainte-
nant les opérateurs de base
et les équations logiques.
Vous avez vu également
comment assembler plu-
sieurs portes dans le but
d'obtenir des fonctions plus
complexes.

Vous allez maintenant
pratiquer ces fonctions afin
de vous familiariser avec
cette technique. Pour cela,
le sujet d'aujourd’hui est
I'algébre logique {ou algé-
bre de Boole). Ce terme
d’algébre ne doit pas ef-
frayer les débutants. |l
s'agit en fait de quelques
lois, trés simples, faciles a
appliquer, et que nous
avons rassemblées sur un
seul tableau (tableau 1),

Ces quelques regles de
I'algébre de Boole se met-
tent facilement en évidence
par la pratique. Les quatre
premiéres concernent la
fonction ET. Nous savons
que celle-ci nous fait pen-
ser a un circuit comportant
des interrupteurs en série.
Ceux-ci doivent étre tous a
I'état 1 (donc fermé) pour
obtenir I’état 1 (c’est-a-dire
un signal) en sortie. Si ce
réseau élémentaire com-
porte deux interrupteurs
dont 'un reste en perma-
nence fermé, il est évident
que |'état de la sortie ne
dépend que de I'autre inter-
rupteur pouvant se fermer
et s’ouvrir a volonté (régle
n° 1). De méme, si un de
ces interrupteurs reste en
permanence ouvert, sa sor-
tie restera a l'état zéro
(régle n° 2).
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logie de deux interrupteurs
en série, sSupposons que
I'un de ceux-ci s’ouvre cha-
que fois que l'autre se
ferme,, ou inversement, la
sortie reste toujours a I'état
bas puisqu’il y a toujours
un interrupteur ouvert {rela-
tion n° 4).

Si vous avez bien com-
pris ces quatre premiéres
régles, vous comprendrez
aisément les quatre suivan-
tes concernant la fonction
Ou.

Comme dans [algebre
classique, on applique la
mise en facteur pour la sim-
plification des expressions
logiques (loi distributive).
Ainsi, pour :

A+A.B
nous pouvons mettre A en
facteur, ce qui donne :

A . (1 + B).
Mais comme 1 + B est
égal a 1, nous pouvons

remplacer A + A . B par A.
Pratiquement, cela veut
dire que si nous avons une
combinaison d'un OU et
d’'un ET donnant la fonc-
tion :
X = A + A.B (fig. 1),
nous pouvons tout simple-
ment remplacer ces deux
opérateurs par une liaison
directe entre A et X.

De méme, nous pouvons
transformer une expression

déja mise en facteur par la
loi distributive. Ainsi I'ex-
pression A . (A + B) donne
A.A + A.B (loi associa-
tive). Or, nous savons que
(régle 4) :
A.A = 0. L'expression
donnée devient alors A . B.
Nous vous conseillons
de contrdler vous-méme,
expérimentalement, ces dif-
férentes étapes de calcul.
Vous pouvez de méme
contrdler la relation :

A+ AB = A +B|
relation trés utile 3 connai-
tre lorsqu’'on manipule les
circuits digitaux.

Théorémes
de De Morgan

Ces théorémes, non
plus, n'ont rien de sorcier.
lls permettent de passer
d'une fonction ET a une
fonction OU, et inverse-
ment.

Le premier de ces théo-
rémes s’écrit ;
A+B=A.B

Vous voyez que si, dans
un calcul, vous avez une
expression de la forme
A + B {(fonction NOR),
vous _pouvez la remplacer
par A . B équivalente a une
fonction ET dont chaque
membre est complémenté.
En résumé, on peut « cas-

ser » la grande barre en
deux en changeant égale-
ment le signe de I'expres-
sion. lci, le « + » est rem-
placé par un « . ». Les deux
circuits logiques équiva-
lents sont donnés sur la fi-
gure 2.

Grace aux théoremes de
De Morgan, une simplifica-
tion peut étre effectuée
trés rapidement en logique.

Dans ces opérations de
transformation, on se sou-
viendra que deux négations
sont égales a une affirma-
tion (relation 9), ainsi il sera
avantageux soit de suppri-
mer deux barres superpo-
sées de meéme longueur,
soit d'en ajouter. Voici un
premier exemple :

X = A + B, I’expression
peut tout de suite étre
transformée en :

X =A+B.

On aurait pu aussi appli-
quer le théoréme de
De Morgan, en cassant
d’abord une grande barre
et en changeant de signe,
puis en cassant la
deuxiéme en changeant en-
core de signe. Ceci donne-
rait une premiére transfor-
mation :

X = A . B. La cassure de la
barre restante donne :

X = A + B. Nous simpli-

fions encore, et l'expres-
sion devient :

X=A+B.

tion (X = A + B}, que nous
avec des portes du type

grandes barres superpo-

pression éqguivalente :

X=A+8B
qui se transforme en :
X=A.B

pusenX =A.B
réalisable avec |'opérateur
NAND (fig. 3).

tions principales en n’utili-

fonction XOR pouvait étre

Deuxieme exemple :
nous avons la_méme rela-

souhaitons voir réalisée
NAND. En rajoutant deux

sées, nous obtenons l'ex-

De cette facon, il est
possible d’obtenir les fonc-

sant qu'un seul type de
porte.

Application
au circuit XOR

Le mois dernier nous
avions vu comment une

obtenue avec 4 opérateurs
NAND (fig. 4), et nous
avions donné la formule de
cette fonction :
X=A.B+A.B

Nous pouvons mainte-
nant, griace a De Morgan,
retrouver cette formule
avec le circuit en question.

Y

X=A.{(1+B)

A X=A
(c) . =

(d) A

Fig. 1. — Le premser circuit (a) peut finale-
ment é&tre remplgcé par une liaison directe

entre A et X.

A A+B  _ A.B
B .
Fig. 2. — L'applicatibn d’'un des théorémes de

De Morgan nous montre que les deux circuits ci-

dessus sont équivalents.

D4
S—

Fig. 3. — Le circuit représenté réalise
la fonction X = A + B.
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A la sortie du NAND 1,
nous avons A . B, expres-
sion appliquée a une des
entrées des deux portes 2
et 3. Ainsi, on trouve a la
sortie de ces portes 2 et 3

respectivement :
A.A.BetB.A.B

Ces deux résultats partiels
se voient appliqués aux
deux entrées du dernier
NAND dont I'expression de
sortie est alors :
A.A.B.B.A.B.

Premiére application des
théorémes de De Morgan :
A.AB+B.A.B

Les deux grandes barres
superposées de méme lon-
gueur s’eniévent, ce qui
donne :
A.A.B+B.A.B
Cassons la barre au-dessus
deA.B:_ _
A.(A+B)+B.(A+B)
Nous terminons avec |'utili-
sation de l‘algebre classi-
que :

Mais nous savons que
A .A ainsi que B.B sont
égales a zéro. Il reste
alors:
X=A.B+A.B

ce qu'il fallait démontrer...

Conversion
des fonctions

Connaissant ces théore-
mes et ces quelques régles
d'algébre de Boole, la
conversion d’une fonction
en une autre fonction de-
vient une chose facile. Ceci
est d'autant plus avanta-
geux lorsqu’on ne tient a sa
disposition que certaines
fonctions intégrées.

A.A+A.B+B.A+B.B

Un exemple servira pour
démontrer la simplicité du
processus. Nous devons
obtenir le circuit équivalent
a la fonction :
X=A.B+A.B
mais n'avons a notre dispo-
sition que des portes NAND
(7400). Pour cette trans-
formation, nous pouvons
utiliser la méthode algé-
brique, elle se décompose
en deux temps.
Premiérement : utilisation
des théorémes de De Mor-
gan. :
Deuxiémement : on fait ap-
paraitre uniquement |'opé-
rateur désiré.

Pour cet exemple, nous
ferons avant tout disparai-

tre le « + ». La relation
peut donc s'écrire :
A.B+A.B

(double négation) puis :
A.B-A.B

(Th. de De Morgan), pou-
vant étre réalisée avec 5
NAND a 2 entrées, soit 2
circuits 7400 (fig. 5)

Cette conversion peut
étre obtenue par un autre
procédé : la méthode gra-
phigue. Elle se fait en 3
étapes. Premiérement : on
dessine le circuit tel qu’il
apparait dans la formule.
Deuxiemement, on trans-
forme les ET, QU et inver-
seurs par leur équivalent
réalisé avec l'opérateur dé-
siré. Troisi@mement, on en-
leve les groupes de deux
inverseurs qui se suivent.

Pour cette méthode gra-
phique, il faut se souvenir
gu’une fonction ET est ob-
tenue par un NAND suivi
d’'une négation, et qu'une
fonction OU est égale a

Da

Fig. 4. — Circuit équivalent au OU EXCLUSIF,

Fig. 5. — Réalisation de la fonction X = A.B.+ A.B
avec des circuits de type NAND. ’
A F~—————————- 1
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Tableau il
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I'inversion des entrées sui-
vie d'un NAND, comme
cela est montré sur le fa-
bleau !l.

Les deux premiéres
étapes de résolution gra-

phique de notre exemple’

sont données sur la fi-
gure 6. En (a) apparait le
circuit correspondant a la
formuie donnée. Des opéra-
teurs du type NAND et in-
verseur remplacent ies opé-
rateurs a supprimer {en (b)).
Les deux inverseurs qui se
suivent a !'entrée de ia der-
niére porte peuvent eétre
supprimés, et on retrouve

le schéma final de ia mé-
thode graphique apparais-
sant sur la figure 5.

Pour récapituier, nous
donnons sur le tableau ill
les différentes fonctions
réalisées avec des NAND et
des NOR.

Le 7451

Ce circuit intégré est
trés intéressant, c'est un
double opérateur ET-CU-
NON. I permet par lui seul
de donner ies fonctions de
base. Son schéma interne
est donné figure 7.

Chaque opérateur est

constitué par deux opéra-
teurs ET a deux entrées
suivis par un NOR (fig. 8}.
La fonction se présente
sous la forme :

X =AB + CD

ou

X=A.B.C.D.

Le schéma peut se décom-
poser comme sur fa fi-
gure 8b pour faire apparai-
tre les trois fonctions ET,
OU et INVERSEUR.

Sur la figure 9, nous
voyons d'abord {(a} com-
ment on obtient la fonction
NAND. Les entrées C et D

A . B 4+ 0, soit, en appli-

{(zéro logigue) de telle sorte
que le NOR trouve sur ses
deux enirées d'une part
A . B, et d'autre part zérc.
En sortie, nous avons

quant ia régle 6, la fonction
NAND : X = A . B.

En b} les deux entrées
de chaque ET sont reliées
ensembie. A la sortie de
chacune de ces portes,
nous avons A . A et C.C,
soit respectivement
{régle 31 A et C, et & ia
sortie du NOR, nous obte-
nons la fonction NCR :

(b)

Fig. 6. — L'application de V'équation jogique X = A.B + A.B nous
donne le schéma (aj. En remplacant les portes 1, 2
équivalent « NAND », le schéma se transforme comme cela est

montré en (b).

ST B

Fig. 7. — Schéma interne du 7451
(double opérateur ET-OU-NON).

et 3 par leur

sont reliéges a la masse | X = A+ C
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Enfin, en (c), nous
sommes en présence d'un
inverseur, la porte NOR re-
coit d'une part A et d’autre
part O. Puisque
A + 0 = A, la fonction
réalisée est X = A,

Si nous avions besoin
d’un ET ou d'un OU, il suf-
firait tout simplement de
faire suivre les monta-
ges {a) et {b) par un inver-
seur, lui-méme céablé
comme en {c).

Deux exercices

Si vous souhaitez appli-
quer ce qui a été traité au-

jourd hui, nous vous propo-
sons deux exercices dont
nous vous donnerons la so-
lution le mois prochain.

1° Réaliser avec des NOR
la fonction :__
X=(A+BC).D

2° Réaliser avec des ET la
fonction
X=A+B.C+C.D

Solution
des exercices
du mois dernier
Il s’agissait de réaliser

avec des NAND le schéma
de la figure 10a. La trans-

formation est vraiment trés
simple, elle aura été com-
prise a la suite de |'exposé
d’aujourd’hui. Les inver-
seurs 1 et 2 seront des
NAND dont les entrées au-
ront été reliées 'une a l'au-
tre. L'ensemble des
portes 3 et 4 seront com-
posées avec un seul NAND
a 2 entrées (fig. 10b).

Son équation logique est
facilement obtenue en re-
gardant le schéma :

(X =A.B).

Sa réalisation pratique
est représentée sur la fi-

gure 11, elle ne nécessite
qu’un seul 7400.

En ce qui concerne la
table de vérité (fig. 12}, elle
est facile a établir, on
s'apercoit, en regardant la
colonne X, que ce circuit
est effectivement une fonc-
tion OU.

Si on ajoute a la suite un
autre inverseur, on obtient
évidemment la fonction
NOR.

J.-P. B.
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(a)

(b}

B—D- )

ET ou NON
Fig. 8. — Schéma d’'un opérateur ET-OU-
NON (a). La décomposition de la porte 3 fait
apparaitre les trois fonctions.

(a)

(b) X=A4+C

"
>|

(c)

Fig. 9. — L'opérateur ET-OU-NON est
équivalent, suivant le branchement de
ses entrées, a un NAND (a}, un NOR (b}
ou un inverseur logique (c).

Fig. 10. — Le schéma {a) se transforme faci-
lement en (b}, circuit dans lequel seuls des
NAND sont employées.

———0 Alimentation 5V

Fig. 11. — Réalisation pratique de la fonction X = ‘A .B.
Al B | A |B A.B X=A.B
0 0 1 1 1 0
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1

" Fig. 12. — Table de vérité détaillée de la fonction X = A . B
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